1. SVOJSTVENI VEKTORI I RJESENJA ODJ
(SKrIPTA [PRIMC, §11.3])

Napomena. Ovdje dani materijal ulazi u plan i program nastave predmeta
Linearna algebra 2. No kako sadrzaj u dobrom dijelu ulazi u podru¢je matematicke
analize isti se svake godine prezentira ovako, na jedan pregledan nacin, i bez
popratnog rada u okviru vjezbi. (Zapravo u ovom je materijalu daleko vise napisano
i objasnjeno negoli se to moze napraviti u standardnom vidu nastave “na ploci”!)

S druge strane, buduéi je ta materija koja se ti¢ce poznavanja metoda rjeSavanja
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi od velike vaznosti za studijske programe na FO,
ovdje je dana kako bi ju zainteresirani studenti u formi samostalnog uc¢enja mogli
usvojiti.

Mozda je dobro napomenuti kako ¢e moguce mnogim studentima ova materija
biti malo teza za ¢itanje, bududi se koriste neke stvari iz analize koje eventualno jos
nisu apsolvirane. (Neka vas to ne obeshrabri, jer éete u najgoru ruku u sljedecoj
akad. godini biti u stanju sve napisano dobro razumijeti.)

5.3. Svojstveni vektori i rjeSenja ODJ

Neka je I = (a,b) C R otvoren interval. (Moguée da je I = (—oo,r) ili I =
(r,+00), zaneki r € R, ili I =R.)
Za funkciju y : I — R standardno definiramo derivaciju od y kao funkciju

d
TSR, y(t) = —y(t);

jasno, ako ista uopée postoji. Isto tako, za &k € N induktivno definiramo k-tu
derivaciju kao funkciju
d
k k k—
y I =R,y () = Syt ()
i ovaj put, ove tzv. viSe derivacije mogu, ali ne moraju, postojati. Kazimo kako se
vise derivacije, za malene k-ove, oznacavaju s vy, y",y"”, itd.

Bududi je to potrebno za ono §to slijedi, kazimo par rije¢i i o derivacijama kom-
pleksnih funkcija. Pretpostavimo sada da imamo kompleksnu funkciju y : I — C.
Nju mozemo zapisati u obliku

y(t) = u(t) +w(?),
gdje su u,v : I — R, realne funkcije. Sada se, potpuno isto kao i za realne funkcije,
definira pojam derivacije:
d
Y (6) = ult) = w(0) + /(0
i isto viSe derivacije s
y O (1) = u® (1) + P (1), keN.

Sada promatrajmo polje K = R ili C, i onda definirajmo skup k& puta diferen-

cijabilnih funkcija, ili skup funkcija klase C*, s
CH(I):={p: T - K| g ima k-tu derivaciju i ¥ je neprekidna funkcija}.
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Teorem 1.1. C*(I) je vektorski prostor nad poljem K; i on je beskonacno dimen-
zionalan.

Dokaz. Ako su dane funkcije ¢, € C¥(I) i broj b € K, onda je

(p+0)® =™ 4 4® i (bp)®) = pp®,
Odavde je jasno da je C*(I) vektorski prostor.

Dokaz da se radi o beskonacno dimenzionalnom prostoru dat ¢emo uz pret-
postavku da interval I sadrzi 0; $to ¢e nam pojednostavniti dokaz. (Opéeniti se
slucaj lako pokaze koristenjem tzv. Vandermondeove determinante!)

Dakle, pogledajmo sve polinome-monome m; € K[t], definirane s m;(t) := t7, za
j € Np; primijetimo da je mo(t) = 1. Jasno je da su ti polinomi, kada ih restringi-
ramo na I, iz Ck(I); jer je zapravo, imajuéi na umu da govorimo o restrikcijama m;
na I, skup svih polinoma K[t] C C*(I). (Stovise, svaki je polinom, ili bolje receno
njegova restrikcija na I, beskona¢no puta derivabilna funkcija.) Sada pokazimo da
je skup {mg, m1,...,my}, za bilo koji N € N, linearno nezavisan skup funkcija. U
tu svrhu pretpostavimo da za neke skalare b; € K imamo

N N
P(t) = ijmj(t) = Z bjtj = 0;
7=0 7=0

ovdje je s 0 oznagen nul-polinom, tj. nul-funkcija u C*(I). Ako u gornjoj jednakosti
stavimo ¢ = 0, odmah vidimo da je 0 = 0(0) = P(0) = by. Zatim deriviranjem
polinoma P(t), i onda ponovo uvrstavanjem ¢ = 0, dobivamo

N

P'(t)=> jbt' ™' = P'(0)=1-by =b =0.

j=1
Ako pak ra¢unamo k-tu derivaciju polinoma P(t), uvrStavanjem ¢ = 0 dobivamo

P®EO)=klb, =0 = by =0.

Tako je jasno da su svi b; = 0, Sto smo i morali vidjeti. O
Sada definiramo objekte koje ovdje Zelimo promatrati; a zatim ¢emo formulirati

problem koji nas ovdje zanima, da bismo kasnije naveli i teorem koji govori o
njegovom rjesenju.

Definicija 1.2. Obicna diferencijalna jednadzba (ODJ) oblika
y "+ ey ey + oy = (1),

gdjejen € N, f : I — R zadana neprekidna funkcija i cg, ¢, ..., ¢,—1 € R su zadani
koeficijenti, zove se linearna ODJ n-tog reda s konstantnim koeficijentima.
Ako je f(t) =0, tj. f je nul-funkcija, kazemo da je ta ODJ homogena.

Problem 1.3. Rijesiti homogenu ODJ
y(n) + Cn_ly(nil) + .+ Cly/ —+ coYy = 0’ (*)
tj., naéi sve funkcije y = y(t) € C¥(I) koje zadovoljavaju ().

Vezano uz navedeni Problem, kazimo kako nas prvenstveno zanimaju realna
rjeSenja promatrane ODJ; tj., one funkcije y : I — R koje zadovoljavaju (x). Ali
isto tako, s ciljem nalazenja realnih rjesenja, zanimat ¢e nas i (kompleksne) funkcije
y : I — C koje zadovoljavaju (x); tj., gledat ¢emo i kompleksna rjesenja dane ODJ.



Korisno je imati na umu i sljede¢u vaznu ¢injenicu; koju, iako je zapravo ev-
identna, navodimo u formi teorema. (Dokaz je sasvim jednostavan. Samo treba
staviti y = v+ w u jednadzbu (%), i onda odvojiti realne dijelove posebno, a imag-
inarne dijelove posebno.)

Teorem 1.4. Pretpostavimo da je funkcija y : I — C dana kao y(t) = u(t) +w(t),
gdje su funkcije u,v : I — R, kompleksno rjesenje ODJ (x). Tada su u i v realna
rjesenja ODJ (x).

Pogledajmo sada dva jednostavnija konkretna primjera.
Primjer 1.5. (1) Linearna homogena ODJ prvog reda je oblika
Yy + coy = 0. (1)

d
Znajuéi da je —(e") = (e")’ = re™, potrazimo rjesenje dane ODJ u obliku
y(t) = e, r € R. Tada je y/(t) = re™; i onda () postaje
re™ + coe™ = (1 +cp)e™ = 0.
Odavde, jer je e"* # 0 za sve realne brojeve r i ¢, imamo da je r = —cq. Znadi;
y(t) = e "
(2) Linearna homogena ODJ drugog reda je oblika
y" + ey’ +coy = 0. (1)

Ako sada stavimo y = y(t) = €*!, onda imamo 3y’ = ze*! i " = z2e*t. Slijedi da je

22t feze® depett = (P iz o)t =0 = ezt =0 (%)

e Ako kvadratna jednadzba (&) ima rjeSenja z = r12 € R takva da je rq # rg,
onda je jasno da su y; = €' i yo = €"?! dva rjeSenja od (f1). Lako se provjeri da
su te dvije funkcije, kao vektori u C¥(I), za bilo koji k, linearno nezavisne. Nadalje,
svako se drugo rjesenje ODJ (f1) mozZe napisati u obliku

y = y(t) = Ay, (t) + Bys(t) = Ae™' + Be™?,

za neke konstante A, B € R. (Naglasimo kako posljednja ¢injenica nije evidentna.
Mi ¢éemo kasnije navesti teorem koji receno osigurava, i to u opcenitijoj formi.
Jasno, o dokazu neée biti rije¢i u okviru predmeta Linearna algebra 2!)

e Ako je z =r =11 = ry € R, onda su funkcije y; = €™ i yo = te"* dva rjeSenja
od (T1); za y1 to je jasno, a za ys lako se provjeri. Isto tako, lako se provjeri da su
te dvije funkcije linearno nezavisne, te da se svako drugo rjesenje ODJ (1) moze
napisati u obliku

y =y(t) = Ay (t) + Bya(t) = Ae™ + Bte™ = (A + Bt)e™,
za neke konstante A, B € R.

e Ako je diskriminanta D = ¢ — 4cy kvadratne jednadzbe (&) negativna, tj.
D < 0, onda ta jednadzba ima rjesenja
C1 vV -D

zlyngE:I:zT:aJrzﬂe(C,
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gdje smo stavili « = —¢1/2 1 8 =+/—D/2. 1 ovaj se puta lako provjeri da su sada
funkcije y; = e** cos Bt i ya = €* sin Bt dva rjeSenja od (17), te da su one linearno
nezavisne. Nadalje, svako se drugo rjesenje od (1) dobije kao

y = y(t) = Ay1(t) + Bya(t) = e**(Acos 5t + Bsin ft),
za neke konstante A, B € R.
Sljededi je pojam jako vazan u teoriji diferencijalnih jednadzbi.
Definicija 1.6. Za ODJ (%) definiramo karakteristi¢nu (algebarsku) jednadzbu
k(z)=a"+cp1a" '+ ez +cg=0 (K)

Sada; prije negoli formuliramo spomenuti teorem, i neke njegove vazne posljedice,
napravit ¢emo malu pripremu o nultockama polinoma.

Definicija 1.7. Ako je polinom p(z) € Rlz| stupnja deg(p) > 1, kazemo da je
z € C njegova nultocka ako je p(z) = 0.

Kazimo kako u skupu (tj. prstenu) prstenu polinoma K|z], gdje je polje K jed-
nako ili R ili C, kazemo da neki polinom f(x) dijeli neki drugi polinom ¢(X) ako
postoji neki polinom ¢(z) takav da je g(x) = f(x)g(x); i tu ¢injenicu oznacavamo
s f(z)|lg(x). Ako pak polinom f(z) ne dijeli polinom g¢(z), to oznatavamo s

f(x) fg(x).
Napomena 1.8. Po tzv. Bezoutovom teoremu znamo: Broj z € C je nultocka
polinoma p(z) € R[z] ako i samo ako linearni polinom z — z dijeli polinom p(z), u
prstenu polinoma C[z]; tj., ako i samo ako postoji polinom p;(z) € Clx] takav da
je p(z) = (z — 2)p1(x).
Definicija 1.9. Kazemo da je z € C nultocka kratnosti m € N ako je z nultocka i
vrijedi:
(€ —2)"p(z) i (z—2)""" [p(z).

Primjer 1.10. Naprimjer, polinom p(z) = 2* — 2% — 322 + 52 — 2 ima z = 1 kao
nultocku kratnosti m = 3; jer je p(z) = (z — 1)3(z + 2).

Sljedeca lema daje jednostavan kriterij za racunanje kratnosti neke nultocke
zadanog polinoma.

Lema 1.11. Polinom p(x) € R[z] ima z € C kao nultocku kratnosti m € N ako i
samo ako vrijedi:

p(z)=p'(z)=---=p" V() =0 i p"™(z)#0.
Dokaz. (=) Ako je z nultocka kratnosti m € N, znaci da je p(x) = (x —2)"¢(x), za
neki polinom ¢(z) € C[z]. Sada primijetimo kako je ¢(z) # 0; jer bi inace, ponovo

po Bezoutovom teoremu, bilo ¢(x) = (x — 2)9(z), za neki polinom ¥ (x) € Clzx], $to
je nemoguce. Onda, deriviranjem imamo

p(a) =m(z —2)" " o(x) + (x — 2)" ¢ (2) = (z — 2)" a1 (2),
gdje smo stavili
¢1(x) = (mo(x) + (x - 2)¢/ (x)).
Jos primijetimo da je ¢1(z) = m¢(z) # 0.
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Dalje; analogno kao gore, imamo da je p”(z) = (z — 2)™ 2¢2(z), gdje je ¢a(x)
konkretan polinom (napisite ga!) takav da je ¢o(2) # 0. Korak po korak, induk-
cijom dobivamo da je p™~Y(z) = (z — 2)¢m_1(z), gdje je ¢dm_1(z) konkretan
polinom takav da je ¢,,_1(z) # 0. I konacno; imamo da je p(™(z) = ¢p_1(x) +
(x — 2)¢l,_1(x). 1z svega navedenog je jasno da je

m—1
p(z)=p ()= =p" V() =0 & p"(2) = dn1(2) #0.
Implikaciju (<) pokazite za domacéu zadadu. a

Sada navedimo, bez dokaza, najavljeni osnovni teorem koji govori o skupu rjesenja
ODJ (%).

Teorem 1.12. Skup S, svih rjesenja homogene linearne ODJ n-tog stupnja s kon-
stantnim koeficijentima je n-dimenzionalan potprostor (realnog) vektorskog prostora

e ().

Dobro je ovdje primijetiti kako je jednostavno vidjeti da je skup S, iz teorema,
vektorski potprostor od C"™(I). (Pokazite to!) Dio teorema koji je netrivijalan je
¢injenica da se radi ba§ o prostoru dimenzije n.

Gornji teorem govori nam kako pristupiti trazenju svih rjesenja ODJ (x). Naime,
dovoljno je naéi nekih konkretnih n linearno nezavisnih funkcija y1,...,y, koje su
rjesenja od (%); i onda je svako drugo rjesenje dano kao neka linearna kombinacija tih
y;-ova. Primijetimo ovdje kako ¢ée onda skup B = {y1,...,y,} biti baza vektorskog
prostora S§. Kazimo vise detalja o algoritmu za nalazenje neke takve baze B. Za
pocetak, imamo ovaj tehnicki rezultat.

Propozicija 1.13. Pretpostavimo da je z € C nultocka karakteristicne jednadzbe
k(x), kratnosti K € N. Tada su funkcije

yo(t) = ety (t) = te™, ... yr_1(t) = t571e
(kompleksna) riesenja ODJ (x).

Skica dokaza. Neka je 0 < ¢ < K — 1. Uz “malo posla” moze se pokazati da je

4
(n) (1) | _ £\ o |
Yp 't Cno1Yy + -+ ey + coye ; (Z _ z) (2)ye—i-

Odavde odmabh slijedi da je y, rjesenje ODJ (x). O

Sljedeéi korolar precizno opisuje jednu bazu B vektorskog prostora S, skupa
svih rjesenja ODJ (%); vidite i Napomenu 1.15, za neke komentare o dokazu ko-
rolara. Pritom se podsjetimo na sljedeée dobro poznate ¢injenice: Ako je dan
polinom p(x) € Rlz], i ako je z € C neka njegova nultoéka, onda je i konjugat z
takoder nultocka od p(x). Pritom je z kratnosti K ako i samo ako je Z kratnosti
K. (Pokazite to!) Nadalje, podsjetimo se i na ovo: Ako je z = o+ 18 € C, gdje su
a, B € R, onda za eksponencijalnu funkciju imamo

e = 2T = %" = ¢%(cos § + 1sin ).
Korolar 1.14. Neka je skup svih nultocaka karakteristicne jednadzbe k(x) dan s
N(k)={r1,....,rp} U{z1,71. .., 24, %4},
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gdje sur; € R (realne) nultocke kratnosti K; € N i z; = a; +18; € C\R su (prave
kompleksne) nultocke kratnosti L; € N. Definirajmo realne funkcije yo; : I — R s

ye;(t) =tle™, 1<0<p & 0<j<Ky;
i realne funkcije XZ’.Z : I = R kao realni/imaginarni dio funkcije t — tiet | .
X (1) = Ve cos(Bet),  x7;(t) = Ve sin(Bet),  1<0<q & 0<j <L
Tada je skup svih gore definiranih funkcija,

baza prostora S.

Napomena 1.15. Koristedi iste oznake kao u korolaru, primijetimo da je
(Ki+--+Kp)+ (2L1+---+2Ly) =n;

jer za svaku nultocku r, imamo K, funkcija yg;(t), i za svaki par nultocaka {z¢, Z¢}
imamo 2L, funkcija, X%j ()i ij (t). Zato doista skup B sadrzi n funkcija. Nadalje,
kao posljedicu Propozicije 1.13 i Teorema 1.4, vidimo da doista sve funkcije u skupu
B jesu rjesenja ODJ (x).

U dokazu gornjeg korolara jedina netrivijalna stvar je pokazati da, za bilo koji
(otvoren) interval I C R, skup svih funkcija u B jest linearno nezavisan. Naime,
tada ¢e, imajuc¢i na umu Teorem 1.12, slijediti da B doista jest baza prostora S,
skupa svih rjesenja ODJ (%). (Primijetimo kako smo mi u dokazu Teorema 1.1
zapravo pokazali kako je skup funkcija {e**,te*!,... tVe?*'} linearno nezavisan u
realnom vektorskom prostoru C¥(I), svih kompleksnih k-puta derivabilnih funkcija
y : I — C; ovdje je z € C neka nultocka karakteristicne jednadzbe k(z), a N € N je
proizvoljan. To daje neki ‘osjecaj’ o, ne ’"dubokom’, ali ‘tehnicki petljavom’ dokazu
spomenute linearne nezavisnosti funkcija iz B; kada radimo u punoj opcenitosti.

Evo za vjezbu jedan zadatak koji se moze bez velike muke rijesiti pomocu gore
opisane procedure (da ne kazem “kuharice”).

Zadatak. Rijesite ODJ
y @ (t) — 2y (8) + 5y (t) — 8y (t) + 4y(t) = 0.
(Uputa. Vrijednost 1 je nultocka karakteristi¢nog polinoma k(z). Koje kratnosti?)

Kao motivaciju za ono §to slijedi pogledajmo sada jedan primjer iz fizike. Moze
se pokazati da je jedno-dimenzionalan harmonijski oscilator, frekvencije w > 0,
opisan funkcijom z = x(¢) definiranom na nekom realnom intervalu (tj., intervalu
vremena u kojem promatramo oscilator) kao rjesenje diferencijalne jednadzbe

Ptwlr=0 <<= 2"(t)+w’z(t)=0. ™))
(Prvi je standardni fizikalni, kako je to bilo ¢esto oznac¢avano jos od vremena New-
tona, zapis diferencijalnih jednadzbi; a drugi je zapis onaj koji je uobicajeniji u
matematickom pisanju. Primijetite kako mi ovdje u potpunosti ovdje “ignoriramo”
fizikalnu interpretaciju, i ne vodimo racuna o fizikalnim mjernim jedinicama.)
Sada definirajmo pomoéne funkcije
yi(t)=z(t) 1 yot) =2'(¢).
Tada je



Tojest, imamo sustav diferencijalnih jednadzbi u y; = y;(¢):

Yi=0-y1+1-y2
Yy =—w?-y1+0-y2

(¢)

Ako definiramo matricu A := <?UQ (1)) i funkciju y(t) kao jedno-stupcani vektor

y(t) = <Zlgg>, onda se sustav (e) moZe zapisati kao
2

y'(t) = Ay(t).
Na taj smo nac¢in ODJ (drugog reda) (©) sveli na sustav dvije ODJ (prvog reda) u
nepoznatim funkcijama y; i y2. Da je tomu tako, imajuéi na umu gornji konkretan
primjer, pokazat ¢e sljedeta propozicija.

Propozicija 1.16.

(i) Neka je matrica A = (Z; Z;z) i neke je y(t) = (g;gg) Onda se

rjesavanje sustava y' = Ay svodi na rjesavanje linearne ODJ drugog reda s
konstantnim koeficijentima

@ —tr(A) ¢’ +det(A) o = 0. (N)

Preciznije receno, y1 i y2 su rjeSenja ODJ (A).
(ii) Neka je dana linearna ODJ drugog reda s konstantnim koeficijentima

o' — s +dp=0, s,deR.
Supstitucijom y; = @(t) i y2 = ¢'(t) dobivamo sustav diferencijalnih jed-

nadzbi
Y1 = Yo
Yy = sy2 — dy
Dokaz. (i) Ocito je

Y = Ay — (yé) _ (Cln alz) (yl) — { yé = ap1y1 + ai2y2
Y2 21 Qa22 Y2 Yo = a21Y1 + A22Y2
I onda rac¢unamo:
Yy = a1y + a12yy = anyy + ai2(agiyr + axnys)
= any) + a12a0191 + az(a12y2)
= anyy + a12021y1 + az2(yy — an1ys)
= (a11 + a22)y; — (a11a22 — a12a21)%1
— tr(A) ] — det(4) y1.
Znadi, y; je rjesenje ODJ (A). Sasvim isto vidimo i da je y; rjeSenje ODJ (A).
(Pokazite to!)
(i) To je ocito. (Uvjerite sel) O

Napomena 1.17. (1) Primijetimo: Ako y = (zl> zadovoljava sustav y' = Ay,
2

onda su funkcije y; i yo iz C?(I), za neki pogodan otvoren interval I C R.



[[ Doista, y1 i y2 su derivabilne, pa postoje derivacije y{ i y5; iz Cega posebno
slijedi da su y; 1 yo neprekidne. (Jer znamo iz Analize da je svaka derivabilna
funkcija posebno i neprekidnal!) Ali kako je posebno

Yy = any1 + a2ye, (W)

tj. ¥} je linearna kombinacija neprekidnih funkcija, to je i yj neprekidna funkcija.
Analogno, i ¥ je neprekidna funkcija. Tako smo pokazali: y;,y2 € C1([).

Dalje, deriviranjem (#) odmah slijedi i da postoji druga derivacija yi = a11y] +
a12Y5; 1 ona je neprekidna, kao linearna kombinacija neprekidnih funkcija. Tako
imamo da je y; € C*(I). Jasno, sasvim analogno imamo i da je yo € C*(I).]]

2) Primijetimo: Za matricu A = 02 L dobijemo za (A) upravo ODJ
—w* 0

" + w?p = 0, jedno-dimenzionalni oscilator.

1 0 codinié
g 1) Jedinicna,

(3) Za sustav y' = y, tj. kada imamo da je matrica A =1 = (
onda ODJ (A) postaje
@//_290/_’_90:0.
Ta ODJ ima kao (linearno nezavisnal) rjesenja:
o1(t) = €, ©a(t) = tet.
Yi=mn

, ima rjeSenja:
Y2 = Y2

S druge strne, sustav ¢y’ =y < {

y1 = Ce’, yo = De', zaneke ¢, D € R.

Zakljucak: Znaci, opéenito skupovi rjesenja {¢1, 02} 1 {y1,y2} NISU jednaki.
Za vjezbu mozete napraviti sljedeéi zadatak.

Y1 = Yo
/

Y2 =292 — 1
(Uputa. Dobije se da su y;-ovi lin. kombinacije funkcija e’ i te’.)

Zadatak. Rijesite sustav ODJ {

Sada gledajmo jos generalniju situaciju. Neka je matrica A = (a;;) € M, (R).
Neka je

y(t) = (y1(t), .- yn(t))
n-torka derivabilnih funkcija y; : I — R. Neka je
F(t)= (fit),- .. fa(1))
n-torka neprekidnih funkcija f; : I — R. Sustav ODJ
yi =ay1yr + -+ ainyn + fl (t)
y'(t) =Ayt) + F(t) < : :
y; = ap1Y1 + -+ ApnlYn + fn(t)

zove se linearan sustav ODJ prvog reda s konstantnim koeficijentima. Ako
je funkcija F'(t) = (0,...,0), kazemo da je taj sustav homogen.
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Nadalje ako za neki ty € I i neku n-torku b = (by,...,b,) € R™ vrijedi tzv.
pocetni uvjet
y(to) =b <= yi(to) =b1,...,yn(to) = bn,
onda to zapisujemo kao:
y'(t) = Ay(t)+ F(t) --- (diferencijalna jednadzba)
y(to) =b -+ (pocetni uvjet)

Sada se problem rjesavanja gornje ODJ, uz dani pocetni uvjet, zove Cauchyjev
problem.

Rjesavanje ODJ dane kao gore rjesava se u dva koraka. Prvi je korak rijesiti
pripadni homogeni sustav diferencijalnih jednadzbi

y = Ay.

Kada se to napravi, onda se u drugom koraku (raznim metodama) pokusava naéi
tzv. partikularno rjeSenje dane ODJ. Kada se sve to napravi (Sto u praksi moze
biti vrlo komplicirano), onda je nalazenje rjesenja Cauchyjevog problema obi¢no
jednostavan posao. Nama je ovdje cilj samo jos reéi par stvari u vezi sa spomenutim
prvim korakom. Sljedeéi je teorem jednostavna, ali vrlo korisna, opservacija koja
pokazuje kako sve ovo ima veze s Linearnom algebrom.

Teorem 1.18. Skup svih rjesenja homogenog linearnog sustava ODJ y' = Ay je
vektorski prostor.

Dokaz. Za dva rjeSenja toga sustava y; i yo, te dva skalara A, A2 € R, koristeéi
linearnost derivacije, imamo

(M1 + A2y2)" = Ay + Aays;
i isto tako, koristeéi linearnost mnozZenja matrica, imamo
Ay + Aay2) = MAys + A2 Ays.
Slijedi:
(Mg + Aaya) = Miyy + Aays = (Jer je ¢ = Ay;) = A(Aiy1 + Aaya).

To pokazuje da je i funkcija yg := A1y1 + A2y2 doista rjeSenje promatranog ho-
mogenog sustava; i teorem je dokazan. O

Pretpostavimo sada da matrica A = (a;;) € M, (R) ima svojstvenu vrijednost

A € R. T neka je od nul-vektora razlicit vektor v = (vy,...,v,) € R™ svojstven za
tu svojstvenu vrijednost A; tj., imamo da je
Av = .
Onda definirajmo funkciju (tj., n-torku realnih funkcija!)
y =y(t) :== eMu.

Tada se lako racuna:
Y (t) = AeMo = M (W) = eM(Av) = A(eMv) = Ay(t).
Tojest, vidimo da je funkcija y(t) rjeSenje sustava ODJ y'(t) = Ay(t).
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Jos opéenitije; sada pretpostavimo da imamo matricu A = (a;;) € M, (R) takvu
da se ona moze dijagonalizirati. Tojest, postoje neki Aq,..., A\, € R (ne nuzno
medusobno razliciti), te da postoji (uredena) baza (v1,...,v,) od R™ tako da je

Avy = My, ..., Av, = Ay,
Onda definirajmo n vektora (tj., funkcija!)
yi(t) =My, j=1,...,n.

Tu je bitno primijetiti:

MY Funkcije {y1,...,yn} su linearno nezavisne.
(Naime, iz >, cyy; = >, azetito, = 0 slijedi da su svi et = 0; i ond i
, LY =D, n = j vi et = 0; i onda su svi
o = O)

Jasno, svaka linearna kombinacija
yzcly1++cny’na C’LER7

je rjeSenje sustava iy’ = Ay.

Ukoliko je dan Cauchyjev problem

{ Yy =Ay
y(to) =b=>_,bv;
onda trazimo Cj-ove takve da je
y(to) = Cre*touy 4 - 4 Cpe*on, = b= by + - + byvy;
iz cega slijedi da je nuzno Cje*i*o = b;, i konaéno
C; = bi/e/\it0 eER, i=1,...,n.

! Primijetimo: Cauchyjev problem ima jedinstveno rjesenje.



